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Abstract: This paper fs mainly written to give an introduction to the
theory of Ttlter-convergence-spaces and therefore written in an
“introductive style”, Due to friendly reguests of many ttalian colleagues
and to learn the language it is written in italian The text is in principle an
extract of {Br 81} but contains alsc some new results.

After demonstrating 1ifts of any gaiois connection (chapter 1),
summariZing the matn results of theory of filters {(chapter Z2), and
introducing the category of fittered sets, we introduce in chapter 3 general
filter-convergence-spaces. Qur main concern thereafter will be on initial
struciures and, as 2 generalization of “that the Titters converging in the
productspace of topological spaces are in prinCiple productfilters”, we
show that initiat filters are “atoms™ for the initial structures for almost
any kind of fiiter-convergence. Main applications of this might be “iooking
for initially dense classes”™ in convergence-(sublcategories which s
usefull for progving heredity and/or cartestan closedness (though for
Beeing 3 quasitopos) and also useful for characterizing closure operators
in the sence of [Gt 86] which is strongly related to “searching for
(subjcategories” being not co-wellpowered. Finally we show that even the
initial filters have "atoms” 1e we construct a category wherein these
"atoms” are created.

0 - INTRODUZIONE

Questo lavoro contiene una introduzione alla teoria di convergenza per
fiitri ma tutte le costruzioni possono essere verificate anche per gli spaz!
di convergenza per SUCCessSIOni o per successioni nel senso di Meore-Smith.

P Questo 'avoro ¢ stwto scrittc meitsnng accademice 1985/87 altAquils dove I'sutore ha Lenuts
seminari sull'srgoments. | risultati nuevi sonc siati espoati dall'sulore ne! marze 1937 a Parma, 8t
Corrvegng Nazionals di Topologia, ed o Triests.

L'sutors ringrazia molto Marco » Sandro Salomone per 1o correzioni deilitalianc, imoitre tutts fe
Tamiglia Selomone per !a sus ospitalit, Ersldoe Gioli @ Anna Tozzi per |& revition: delie hozze ma anche
psr aver dalo la possibilitd di lavorare altUniversity dell'Aquilz ed infine i coileghi dellUniversitd di
Trieste, in particolare Gino Tironi. per ¥invita a tenere una conferanza & pubblizars questo lavors.
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in particolare dimostriameg che le strutiure iniziali hanno “atomi” per guasi
tutte ie categorie di convergenza. Chiamiamo questi "atomi™ ‘filtri iniziaiy'
e percio introduciamo la categoria degli insiemi filtrati e delie funzioni
filtrocontinde € ricapiteliamo anche le proprieta principaili dei filtri.

Oltre a cidé vediamo che i filtri iniziali hanno "atomi” e che lo strumento
principate in questo iavoro sono i sollevamenti delle connessioni di Galois
che pertanto vengono studiate ati'inizio.

Alla fine menzioniamo qualche applicazione degli "atomi” per strutture
iniziali

I - CONNESSIONI D) GALOIS
Cominciamo con te notaziont e le definiziont utili nel seguito:

1.1. Definizione: Sia (P,<) un insieme parziaimente ordinate (1e, "™ @
una relazione riflessiva, transitiva e antisimrmetrica inun insieme P).
Definiamo per ognix e P e ogni AG P

TeA={xeP:3aeAconasx} e

x' = Tn{x} (dualmente si definiscono ipAe ),

3s(P) ={AGP: Tp A=A} éTinsieme di tutti i settori superiori e

Ssp(P) = § x*: x € P} il sottoinsieme di Ss(P) di tutti i settori superiori
principali (per i settori inferiori si definiscono duaimente Si(P) e Sip(P) ).

La definizione seguente viene da J. Schmidt [Schm 53, §8]:

1.2. Definizione: Siano (P<) e (Q<') Insiemi parztalmente ordinati,
funafunzionedaPinQ (= f:PG) e ¢g:0G- P un'altra funzione. La
coppia (f, g) é detta una connessione di Galois tra (P,<) e (Q,27) e e sol0
seperognixeP e ogniy e siha

) sy & x s gly)
in tal caso T e detto partner 2 sinistra (e g partner a destra) delia
connesstone.

1.3. Osservazlont:

t. Questo tipo di connessione di Galois & equivalente al sistema di assiomi
definitc da Benado [Ben 49]:

i) fémonatona (ie, x<x = flx}s flx)}
it} g & monotona
Hi) ¥ x e Pstha x £ g{f(x)) ie, Gf & estensiva

ivivyeQsiha f(gly)) <y ie, f.g @ intensiva
- 2 -
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2. Gl assiomi 111} ¢ iv} danno quelia che in tetteratura viene chiamata
connessione di "tipo misto” Se inung del due insiemi ordinati (P,z) 0 (Q,2')
51 cambia F'orgine in quello duale st hanno le connessioni di Galois det "tipo
inviuppo™ oppure del "tipo nucleo”

3. Le connession! gi Galols danng precisamente ie agglunzioni se (Ps) e
(Q,£') vengono consicerati come categorie piccole.

1.4. Esempi:

1. Ogmi funzione di insiemi f-X - Y definisce una connessione di Galois

tra i reticeli completi (§2(X), Q) e (§D(Y), C) dove §P(X) (P &
Vinsieme delie parti di X (Y} e "C" 'usuale inclusione.

Ponendo £D(f)(A) = f(A):={f(a).ac A} perogni AC X
{cioe &8 : INS — INS & il funtore poteniza dove INS & la categoria degli

insiemi e delle funzioni, allora (X)) = {A: ACX} = 2*) e ponendo
fFUB8) = {xeX f(x)eB} perogniBCY abbiamo che (f, ') & una
connessione di Galois tra i reticoli (§0(X), &) e (fD(Y), Q).

2. Siano (X1} e {Y,0) spazi topologici e f : X = Y una funziohe; per ogni

insieme X {TOP(X), &) denota il reticolo completo deile topologie Su X,
ordinato  daltusuale inciusione. Definiamo f - TOP(Y) - TOR(X)

I'applicazione che ad ogni O € TOR(Y) associa f, (O}, 1a tepologia tniziale
indotta in X dalla situazione iniziale (f: X - (Y,0) )
definiamo fan: TOPIX) = TOR(Y) che ad ogni T & TOR(X) associa fﬁnf‘t}. I3

topologia finale tndotta in ¥ dalla situazione finale (- {(XT) - ¥ ).
Allora (f fo ) costituisce una connesstone di Galeis fra i reticoli
(TOP(Y), S) e (FOP(X), ).

1.S. Osservazioni:
Con le notazioni in 1.2. si ha

t. Per f sono equivalenti:
i) f & un partner a sinistra.
it} f @ monotona e per ognt y € G esiste in P un x massimale con T(x) gy .
i yyeG 3xeP conriyt)=xt e, Iimmagine inversa di un settore
inferiore & un settore inferiore: 1-(Sip(Q)) € Sip(P)  dove

_3_
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i@} = [ 1"1A): Ae 8} perogni sistema a G Q).
Se (P,2) e (Q,£) 5on0 reticoli completl ognuna delle precedenti condlziont &
equivaiente a
iv) per ogni A S P si ha f(VA) = V'T(A) i.e, T & permutabile con gii

estremi superiori cioe preserva i colimiti nel linguaggio categorice.

17, Duaimente per g seno equivatenti:
1) g & un partner a destra
') g &€ monotona e per ogni X € P esiste in O un y minimale con x < gy} .
111} g '(Ssp(P)) © Ssp(Q@) {1'immagine inversa di un settore superiore & un
settore superiore).

Se (P,g) e (Q,<") sono reticoli completi ognuna delle precedenti condizioni @
equivalente a:

iv'} per ogni B & Q st ha g(A'B) = Ag(B) te, g é permutabile con gli
estremi inferior! cioé preserva i limiti nel linguaggio categorico.

iniii) e 1ii') 'esistenza & in piv unica {v. 1.5.6. e corollario 1.6.).

Combinando le osservazioni 1.5.1. e 1°. si hanno le seguenti proprieta per
12 connessione {f.q) -

2_ gf & unoperatore invilupps (estensivo, mongtono e idempotente).

3. f.q & un operatore nucles (intensive, monotono e idempotente).
4. fagef =1 & Gofag=9q.
S. flq(m e g||,1:,:,~_i sono tsomorfismi uno inverso detlaltro fra (glQl, <) e

(f(P}, '} dove ™ | " denota la restrizione deile funzioni.
6. f & univocamente definita da g e viceversa.

(F.=) (U.<

N
g f /\ l fog
{giQy, =) '—»{f(F’) <)

o~

> g|ﬂF’]
* fl g

L._4_
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Se (P,<) e (Q,s") song reticoli completi si ha in piG:

7.vye0: gly} = V [xeP:fx) < y}.

B vxeP: f(x) = f\'{yEQ:xsg{y)}.

1.6. Corallario: Per funzioni 7. P - Q e g: Q- P sono equivalenti:
a) (f,g) & una connessione di Galois

b) per ogni x € P g {x*) = f00°

c)per ogniy e 0 f(yd) = gyt

Questo coroliario ha una conseguenza importante che & il teorema centrale
di guesto paragrafo:

1.7. Teorema: Per insiemi parzialmente ordinati (Ps) e (Gx) e
funziont 1P Q e g:Q— P {e seguent! condizioni sono equivalenti:
a) {f,g) € una connessione di Galois fra (P,2) e {Q,57) .

b} f e g sono monotone e (‘I‘p » gkﬂm }TQ o f|55m} & una connessione di
Galois fra (5s(0),€) e (Ss(P),C) .

b} f e g sono monotone e Uy ol . $p o Oliqy) & Un2 connessione d
Galois fra (3i(P),2) e (5i(Q),2) .

Dimpstrazione:
Oltre alle condizioni a), b} & b') abbiamo e condizioni equivalenti:
CIVASP,¥YBZQ: gEB)ETpA & BQTO f(A) .

CIVACP,¥BCQ: f(AICL,B e ACL,gB).

d) f e g SoND MONGLone e per ogni settore superiore A € Ss(P) si ha
gAY = T4 TA).

d) f e gmonatone e v B € SiQ): 171(B) = |, g(B) .

8) =d)". L monotonia segue dalla definizione; per ogni settore
superiore Asiha A=Tho A=lU{a":ae A}einpid

gAY =g U dacal)=Ulglah:aea) =W M@t ac A}
(Coroilario 1.6.b) }; da cuf abbiamo ¢ Ay = U {fa)t:ae A)= Tqf(A).
‘) =bY: L'esemnpio 1.4.1. dice che (g, g7*) & una connessione d1 Galois fra

(§0(Q), S e (§9(P), Q) , allora le composizioni con Ty e T (“fare i settori

superiori”) implicang 12 condizione b).
- 5 -
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D) =C) Per definizione si hanno A = Tp Ae B= To B ; tl resto & ovvio
perché giB) < ?p A & Tp gl[‘rQ B) < Tp A (monotonia i g}
& B& TQ flA) & T{1 B& TQ f(Tp A) {monotoniz dif)

Oy =a):PerognixePeogniyeQ éveroche flxdsy & G fOot
(= =TT o (giyD =3 {gy)t STpid (=x") & x<gly).
“a) =d) =b7) =) =a)" dualmente. O

Questo teorema e valide anche per gli insiemi quasi ordinati (i.e., "s" & una
relazione rifiessiva e transittva) e cosi rimangono valide quasl tutte le
altre affermazioni (0 almeno possono essere generalizzate).

bl 1atto pid importante & che si possono fare arbitrari sollevamenti delle
connessioni ¢i Galois. Analisi pit generalt di sollevamenti sucompletamenti
dr insiemt parzialmente ordinati si trovano in [Schm 74, §4).

1.8, Applicazioni:

1. Sia (Pi(X},&) = (Ss(§0(X),C), ©) il reticolo completo di futte fe pile in X
{:= settori superiori in (§9¢x), Q) ). Dal Teorema 1.7.b) e dail'esempio
1.4.1. seque che per ogni insieme X e Y e ogni funzione f: XY

(o o hiwy T sy  Thigry) € una connesstone di Galois fra (Pi(Y), &)
e (Pi(X), €.

2. La monotania ¢i una funzione f tra insiemi parzialmente ordinati (P} e
(G273, che sono in pid {(a-semi-)reticali, & equivalente alla condizione

fOx ay )< (X} A fly) . Questo dice, per un a-ideale in (P,<), che 'immagine
mediante f e una base di un a-ideale in {Q,<’). Allora 1.7.b} & vero anche per
te restriziont sugli a-ideali.

Prendende insiemi X e Y questo implica, per i reticoli (2(X), ©) e

(§HY), ©), che (T’{x} o T Tpm o Tlurqxy ) € una connessione di

Galois fra (/F(¥), C) e (/F(X), C), dove per ogni insieme X /F(X) derota

Vinsteme di tutti i fittri in X. Approfondiremo questo esempio nel prossime
paragrafo.

. " - -1 :
Se scriviamg 1* per ?ﬂ.” o flfrm o {7 per T..(x) o I | prpyy € facciamo
I"aitro sollevamento di quella connessione { 17, £* ) abbiamo:

_6-

Quaderni matematici, Universitadi Trieste, n. 129 (1987)



Strutture Generali di Convergenza per Filtri, Connessioni di Galois e "Atomi" per Strutture Iniziali, (Rolf D. Brandt)

3. Per ogni funzione f - X > Y 1a coppia { T ) & una

Fin* r, T:ﬂ:) o
connessicne di Galois fra i reticoli completi dei settori superiori
(Ss{ Z/F (X)), @) e (SS{JF (YD), Q).

Nota: Applicando 1.4.1. a £ /F (X) = /£ (Y) abbiamo che (f*, 1) & una

connessione &1 Galois fra (§3( /F (X)), Q) e (§2(/F (X)), CY (v. lemma 3.3.) e
o sono anche le restrizioni fra (Ss{ /F(X)), G} e (Ss{ /F(Y)), C), allora per

settori superiorisihafri=1 00 ° " Useremao questo in 4.3. per trovare

"atomi® delle strutture inizialt nelie categorie di cenvergenza.

La dualizzazione da i sequenti:

4. Per ogni funzione T X - Y Ta coppia (b o oy, L ey o [ oiongy)) &

una connessione di Galois fra {(Pi%(X), C) e ( Pi%(Y), ) dove Pi®™(X) dencta
I'insieme di tutte ie co-pile (pite duali) in X

5. In analogia 2 1.8.2. le immagini det v-ideali mediante una funzione
monotong fra {v-semi-jreticoli song aimeno basi per v-ideali. Per |

reticoli (£2(X), ) e (£9{Y), C) questo implica che
(3 gy Tharooxy iy 1 |aeoogyy ) € Una connessione di Galois fra

(ZFPX), ©) e (/F(Y), ), dove per ognt insieme X, fF *{X} denota
Finsieme di tutti i Filtri duali in X €8 & un filtro duale < 1) dm 11) AEY,
Bed =2ALBed e tii) Asd, BCA =Bed } L'isomorfismo tra filtri e filtri duali

¢ “fare | complementi™ & & un 7iltro duale & 8%:={ X\D:D € 4} & un Tiltro.
Quest’ultimo esempio é anche verg per le restrizioni sugli spazi bornoiogict
nel senso di fH-N 70) (una bornologia in X & un filtro duale in X che € pib fine
del filtro duale caratteristico dei sotteinsiemi finiti inX):

6. Ogni funzione T X - Y fra spazi bornoiogici (X,B}e (Y,B} e limitata se ¢
s0l0 se () C B il che e equivalentea B &1 (8.

Nota: Neila letteratura gli a-ideali si chiamano anche "filtri” e i v-ideali
sclo “ideali”.

Letteratura per § 1: [Ben 49), Bir 40} Bir 67} [BJ 724, [Br 81), [Eve 44,
[GHKLMS 80), {Gr 0L HS 79), McL 71), [No 48], [Ore 42, [Ore 44, [Pic 52},
[Rig 48], [Schm 53] e (Schm 74]

_?_
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2 - LA CATEGORIA DEGLI INSIEMI FILTRATI
E DELLE FUNZION! FILTROCONTINUE

Prima di introdurre 13 “convergenza per filtri™ studiamo gualche proprieta
utile e importante dei filtri

2.1. Definlzione: Per ogni insieme X gli n-{deali nel reticolo
(40(X), S) sono detti Tiltriin X,

Dunque @ < £2{X) € un filtro in x se e 5010 se
YipwD
WFew Gep = Frbe ¢
HFeq AQX, FRA = Ac

F{X) =1 @ C 00X ;@ filtro in X } denota V'insieme di tutti i fiitri in X,
U = { v S £8(X) v ultrafiitro in x | denota 1'insieme del co-atomi del

reticolo (/F(X)), C) cioé gli n-ideall massimalt in (§D(X), &)
e per ogni filtro ¢ e /F(X)

nip) = f o e X)) ¢ © v } denota I'insieme di tutti gli uitrafiltri che
sonopiufim di @

Le seguenti affermazioni si trovano per esempio in {Schm 52] e {Schm 33]
ma possong essere generalizzate per gl a-ideali come pe. in 1.8.2.

2.2. Osservaziont (fondamentait per 11 reticolo {/F (XD, S) )

1. l1 reticolo C2F (X)), €3 & completo e in plu s ha che gli estremi inferiori
sono precisamente le intersezioni in (§D( £ (X)), €k
Per un sottoinsieme deil'insieme dei filtri [C /F({X) si ha

AT =Alp-pelN}=Nnip . @el}= ]U{Fw:tper} v el F?Etp}.
2. L'estremo superiore di un sottoinsieme ['C /7 (X} si ottiene chiudendo

unione, che e T3tta in (4D(42(X)), ), rispetto ad intersezion Minite in

(4200, ©)

VIE=V{g pelj(Ufp:pel}r=
= {N{F, ¥e POy -Tfer, Mrinttaevgeff Fyes ],
_8_
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3. $900 & 11 piu grande e {3 1) ptU piccolo THitro in X: V /F(X) = £2(X),

MVFIX) = [X ] Con l'usuale convenzione (per reticoli completis abbiamo

per S MF(X): VB={X}] e nNa= PN

4_( /F(X}), <) @ distributivo: Per ogni ¢, ¥, N € #F/{X} si ha
pvignnl) =(@vygInigvn) eperil duale si ha inpi
enl(Vig:3ell) =~ Vigng . 5ef} perognige/F(X) e
ogni [ € 4F{X), altora { /#/(X}), €) & un “frame” o un "locale”.

Nota: Per gli a-tdeali questa osservazione & valida se il reticolo ¢i base €
distributfvo.

S.Qe/UX) & vACXKXsihaaeypo Nacy.

6. (1 reticolo ( ZF (X)), ©) é coatomico, cioé v @ € /F{X) siha @ = M Q).

2.3. Definizione:
a) Se X &un insieme e @ un filtro in X, 1a coppia (X,@} & detta insieme
filtrato

b) Siano (X} e (¥, %) insiemi filtrati. Una funzione f . X — Y @ detta
@-g-continua (o piu generaimente “filtrocontinua™) se per ogni
insteme Ge gsihache Gl eq (cioe I C @)

Scriviamo [cr]:-‘l"'mu per ogni o C §D(X) (o @), [A}= [{A}] (= A®) per ogni

A S Xex™=[{x]}per ogni x € X. Cosi per insiemi filtrati (X,@) e (Y,3) e
funzioni f-X— Y siha T<(@)={f(g)] e (%) =¥}

in generate un sistema o & §PIX) é detto base di un filtro @ ¢ [0]=@ ed

e detto sottobase di @ < [07r | = ¢ dove ™ ™" denota ia chiusura di ©
rispetto alle intersezipni finite.

i1 sequente lemma segue in medo evidente daila connessione ¢ Gaigis
(=, 1 )di 1.B.2.:

_g__
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2.4. Lemma: Per insiemi filtrati {X,) e (¥,¥}, funzioni f . X = Y,
sottobasi o oi x e basi B di @ le seguenti c¢ondizioni sono
2guivalenti:

2) X, ) - (Y,%) & filtrocentinua

N ycy

o A R

Oy

e)o < I{¢)

o SR}

Laconnessione { £, 1) impiica inojtre:

2.5. Corgllario: Con te notazioni di 2.4. st ha:
1.7 ({3 S @ ;=" se f infettiva
2. 3 S0 (17(¥); =" se f suriettiva

3. 1° preserva gli estremi inferiori (= intersezioni in (§B{ (X)), SJ.
4. 1" preserva gif estremi superior,

Per 12 controimmagine si ha inoitre
9. 17" preserva anche gli estremi inferiori.

6. vAQX : £2{[A]) = [[(A]], quindi I'immagine di un filtro principzle € un filtro
principale.

Lo stesso vale per 1a controimmagine:

7. vBCY (B = ["'(B)}

B.V@e FFX) 0T cont@ ) =1 0y, (T7(@) } Cio per ogm filtrogp inX e
ogni filtro ¥ inY con (@) € ¥ esiste un filtro @' con pCgp e T {g') = ¥ .
(Dimostrazione con @ := F{x) v .}

9. v e /XY o) e A/(X), aHlora 1'immagine di un uirafiltro & un
ultrariltro e con 1'appticazione 8. si ha pid precisamente:

10.v@e /FX)siha 1°(0(p)) = O(f (@) .
(Dimostrazione: 2.5.8. implica che per ogni v € O(f*()} esiste ¢ con
pCyet{y@l=v maperogni v e Ny)si vede che F{v')= 0.}

Sig infine g: Y -» Z unaltra funzione In questo modo abblamo
ttwg e FA(X): g (@)) = {g.f) ().

12.vn e /A(Z): 17097 (pd) = {goT) ().
- 10 -
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13. v e /F(X), v 3 F/F(Y) e v ne /F(Z) si ha:
r@-g-continua ¢ g g-f-continua = g.f @-n-continua.

La compgsizicne di funzioni filtrocontinue ¢ altora filtroconiinua e questo
implica

2.6. Corollario e Definizione: Gli insiemi filtrati formaro con te
funzioni filtrocontinue unz categoria concreta {ie gli oggetti sono
insiemi coh una "struttura®, | morfism:  sono  funzioni
"compatibili con le strutture” e 12 composizione dei morfismi & V'usyale
composizione delle funzioni). Denotiamo tale categoria con JE.

IF ha le sequenti proprieta fondamentali:

2.7. Teorema: IF & una categoria topologica (pel senso di
He 74,2 Def A2], ciog le funzioni costanti non sono necessariamente
morfismi).

Dimostrazione: Con i'applicazione di 2.4, si vege facilmente che per ogni

situazione iniziate (f,: X - (X, 7 iel) il filtro =Y { (g iel] é
iniziale net sensg di [Bou 57, §2] e He 74,21 a

Inoltre siha che L {f."p,) - i€l } & una soliobase diyp @ si chiama il
filtro iniziale rispetto a {f,: X - (X, @} / icl). Dualmente si trovano con
facilita i fittri finzli: @ & finale rispettoa (f;. (X, @)= X / i€l) «

& @= {FCSX:vielsihaf (el = N1 ik}

2.8, Esempi di fiftri iniziali:

1. 513 (X,@) un insieme filtrato ACX. @], = [ AF :Feg}é il filtro iniziale
rispetto alla usuale inclusione in,: A - (X,@).

2. Sia ( (X4, / i€l D una famiglia di insiemi filtrati. i1 filtro prodotto
®,, @ = [0 f o 'C fefinitoe viel Feg, }] =

= {1

o Fi Fiep e fkel - Fmx e finito}] & il filtro iniziale rispetto

alla usuale situazione (prj: IE  %i— (Xj,qrj] / jei } dove IL  denota tusuale

-11 -
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pradotto cartesiang e prj : ﬂlel xi — x] rusuale projezione clog t prodotto

in NS @0, @ ¢ lusuale prodotto della famiglia di fiitri (e, 7 ict)
(vedi p.e. BouS1, capl, $8, N8

3. Prendendo per gli spazi uniformi la definizione di André Weil abbiamo
che le strutture uniformi iniziali song precisamente Tiltrt iniziali.

4. Anche negli spazt supertopologici una parte delle strutture iniziali €
data esattamente dai fitri iniziati {cfr. p.e. [TW 86}.

Dualmente ad 1. e 2. si definiscono | quozienti ed 1 coprodotti di insierni
fiitrati Diamo aitre proprieta importanti di IF;

2.9. O0sservazioni:

1. Per ogni insieme X e per ogni ¢ e ¥ € /F (X) =i ha che "C” & indotto
dall'identita idy: X > Y cioe ¥ @ < idy: (X,@) = (Y,3) & filtrocontinua,

Con questo ordinamento si ha

2. Per ogni insieme X la fibra delle jM-strutture su X { = JF(X) ) é un
insteme, e parzialmente ordinato ed inoitre & un reticolo completo.

Ma, per essere una categoria topologica nel senso “forte” cioé nel senso di
fHe 74,1], (i1 vuoto e) 1 singleton dovrebbero avere una sola iM-struttura.
Invece si ha /£ ¢Ix}) = fiix), Te, ) e questo implica

3. Non tutte le funzioni costanti sono filtrocontinue.

ota C una categoria topologica e sia A una classe di C-oggetti. Una classe |
di £-oggetti & detta "inizialmente densa” in A se per ogni oggetto O di A
esiste una situazione iniziale ® dove tutti i codomini detle funzioni di @
sono oggetli di | tali che la C-struttura datboggetto O e iniziale (in O}
rispetto aila situazione ¢ Se questo | contiene un s0lo oggetto diciamo che
questo oggetto & inizialmente densc in A

Infine vediamo che come in TOP {:= i3 categoria degli spazi topologici e
detle funzioni continue} esiste un oggetto che & iniziaimente denso in JE:

2.10. Lemma: L'insieme filtrato ([0, 1}, 1°) & inizialmente denso in IE.

Dimostrazione: Analogamente alla dimostrazione per lo spazic ¢i Sterpinski
S =010, {2, {1, 16,11} } (che & inizialmente denso in TOP) abbiamo che

_1‘2_
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per ogni insieme filtrato (X,¢) @ @ iniziale rispetto alia situazicone
(K X- (01}, 1)/ Fep)  dove ‘,-(A denota la funzione Caratteristica

per ogni AGX  ( XA(x) = (), 56 XgA @ ‘J(A(x) = |, SB XEA ). 0

Osservazioni finali:

1. La categoria IF serve anche 3 dare un esempio di una categoria concreta
in cui per ogni situazione iniziale & = {f, - X — (X, ;) / i€l) esiste una
struttura piu piccola £ (rispetto alt'ordinamente di 2.9.1.) che fa st che
tutte le funzioni f, di ¢ siano morfismi. Tuttavia 12 tipica proprieta per £

che “ogni funzione g : {Y,y) — X & un morfisme da (Y,y) In (X.§) se e solo se
per ogni i€f, f.g ¢ un morfismo da {Y,y) in (X, )" non & verificata (g e

percid detta "quastiniziale™):

T F-T0P, UTKPr=(Y,3)) = . Xpulgdi-(yuid) éun
funtore ma T(|F} non & una sottocategoria piena (mancano solc le funziont
costanti che non sono filtrocontinue) Se chiamiamo [FT 12 sottocategoria
di TOP, che ha per oggetti gh oggetti di T(|F) (“filtrotopoiogie”) e per
morfismi i rmorfismi di TQP, cigé le funzioni continue (ie. che sono
T(JE)-morfismi o costanti), abbiamo che |ET ha arbitrarie strutiure
quasiinizialli e, se definiamo dualmente “quasifinale”, (FT ha anche
arbitrarie strutture quasifinali Ma [FT non € completa né cocompleta
dunque non ha arbiirarie strutture iniziali {né finali) per cui non @
topologica.

2. Con 1o stesso ragionamento S1 vede che 1a sottocategoria prena (di [£) g

tutti gt insiemi fiitrati (X,@), con 4 filtro libero ( &: r¥p = 2 ), non pud

esserg isomorfa alla categoria degli spazi bornologici e delle funziond
limitate {cfr. 1.8.6.}.

3. Per gli spazi di (pre-Jvicinanza (*(pre-)nearness spaces”; v. p.e. [BHR 76]
o [Schw 77J, per spazi di prossimitz (v. pe [Th 73] ¢ per studiare
"concetll generali di aderenza®, a nozione di grilt { [Ch 47} ) & importante
m2 lza struttura "grili” non e compatibile con le immagini inverse delle
funzion! quanto ia struttura "filtro™. Dt conseguenza non s trovano eleganti
e semplici caratterizzazioni per i "grill iniziali® {(cfr [BHR 76]), per
esempio prodotti di grill. Si vede facilmente che 1a categoria (= [G) in cul
si costruiscono questi “grill iniziaii” e isomorfa alla nostra categoria IF.
Cosi abbiamo ta possibilita di “trasportare™ i grill in {E, fare ii processo
iniziale (pe. 11 prodotte) in IE e “ritrasportare” il risultato in |G Per
prodotti finiti cid e gia stato considerato in [Ro 75}

-]3-
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Letteratura per § 2: [Bou 51), [Bou 57], Br 81], {Ca 37,1}, [Ca 37.7], [Ee 66},
[Ch 47], [Ga 77], [Gr 6C), He 74,1}, He 74,2}, [N0 54, [Sa 48], [Schm S52],
[5chm 23], [Schw 77)

3 - STRUTTURE Bl CONVERGENZA PER FILTRI

La "naturale” descrizione per una stryttura di convergenza (per filtri,
successioni, successioni nel senso di Moore-Smith, ) & una relazione (p.e.
per filtri una relazione R C/F{X)xX dove Rx < ¢ ¢ convergente ad x).
L'equivalenza con funzioni K: /F (X}~ £2(X) o con funzioni C: X ~ $3{/F{X))

e owvia Per questo 1avoro consideriame Tuitime concetto menzionato, e,
per (I mogmento, senza altre condiziont:

3.1. Definizione: 312 X un insieme e C una funzione da X in §P( /F(X)).

La coppia (X,C) & detta spazio generale gi convergenza (per filtm) e C &
detta struttura generate di convergenza (per filtri). Scriviamo
P X & pe Clxl (0 px, senon C'é confusione),

Swano (X,C) e (Y,D) spazi generali di convergenza (per filtri). Una
funzicne f : X —» Y & detfa C-D-continua (o T - (X,C) - {(Y,D) & detta
continua) se per ogni xeX e f-immagini dei fiitri convergenti ad x s0no
fiitri convergenti ad f(x) cioé 1*{C{x)) € D{f(x)).

Studiamo solo 1a ¢convergenza per filtri e percid evitiamo di specificare
" per filtri®. Senza difficotta si vede il sequente

3.2. Lemma: Per spazi generall di convergenza (X.C), (YD) e (2.£) e
funzioni continue T : (X,C) = {¥Y,.D} e g: (Y,0) - (Z,E) st ha che anche la
composizione gof - (X,Cy— (Z,E} & continua

Dunque la classe degli spazi generalt di convergenza e ie funzioni continue
formano una categoria concreta che denotiamo con GECO. Si vede subite che
per ¢gni insieme X 1a GFCO~ibra e, con 'ordine indotto dali'identita idx,

il reticolo prodotto H“I{ga( IF(X)), 2); sihaciod
idy - (X,C) - (¥,0) continua & vxeX: COOGDx) (C & detta "pid fine™ i D).

Applicando 1.4.1. a 1~ /JF (X} - /F (Y} abbiamo che (f*,f*!) & una

connessione di Galois fra (§9(/F (X)),S) e (2 (/F (X)),C) (cfr. 1.8.3.).
Questo implica le seguenti utiti condizioni per 1a continuita:

_14-
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3.3. Lemma: Per spazi generali di convergenza (X,C3, (YD) e
funzioni continue 1 (X,C) —= (Y,D) sono equivaienti:

a) & continua

b) ¥ xeX: F{CO¥)) € OX10)

CIV XeX: Cix) C 171(DIr{x}))

d) vyeY : £(C(T(y))) € Dly)

e) v yeY e v xe £ Uy): Clx) € 11 (Bly))

Prima di stugiare sottocategorie di GFCO notiamo

3.4. Teorema: GFCO & una categoria topologica (nel senso G
He 74,2 Def AZ] cioe le funzioni Costanti Don sono necessariamente
e Tismi).

Dimostrazione: Sta data una situaztone iniziale @ := (f;: X - {X,C;} 7 i€i} in

GFCO. St vede con Fapplicazione di 2.5.11. (£,7(g"(3)} ~ (T20)"(¥) ) che la

funzione C: X - (X)), Cix) = {pe /A (X): vie! st ha 1" (@ieC (00}
(¥ xeX) € ia struttura iniziale rispettoa @. 0

Inoltre st ha con il precedente lemma Clx)= MY £, (CAT () 1 €1} (¥ xeX),

Duratmente si caratterizzano le strutture finali:

Per ogni situazicne finale i = (f, (X;,C,) - ¥ / 11} in GFCO abbiama per 'a

GFCO-struttura finale D: Y — B /F(Y)) le descrizioni (v yeY)
Dy} = { 3 /F(Y): Tiet, 3xef, Hy) e 3peCi(x) tali che g = 1.*{@)} =

= U FA(C ) el )

GFCO contiene tutte Je classi di spazi di convergenza {per filtri) che sono
state introdotte per ampliare TOP. Per esaminare questo aspetto notiamo
prima le seguenti proprietd che sono valide per le strutture di convergenza

definite da strutture topologiche (X%} (un filtro @ converge ad xeX se e

salo se @ € piu fine del fiitro Ut(x) deg}i intorni di x):

715_.
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COY vxeX X" X

CNQyeFX)congp- xe gy = F=X.
Cge /FX) congo.x = Pax"— X

C3) @.3e /F(X) congo Xe g X = Py X,

C4) vpe /F(X) con pmiB(X): @ x & VOEN(P) siha v o x.
COTCHF X conT=Gevpel g x = N - x.
Co) vpe /F(X}: ¢oox o DelxiC .

Osservazioni: Date {X,€) € GFCO si vede facitlmente
11€0)e Cl) = wxeX: §9(X)}».x.

2105) = vxeX con C(x) = si ha \?c(xJz= MC(x} %
3)C6) & YxeX ! Vctx) = Dt(x}_

4) wxeX (con C{x) = @) si ha Dt(x) = [x"nT )= 1Vc(x}n‘ci.

5} Per avere gli stessi “oggetti discreti” (v. in sequito) per C1), C3), C4} e
CS) abbiamo considerato anche il caso C(x) = @ per queste condizioni. In
C4) “puegB(X)" serve anche per maggiore precisione perche Q40X = @
e per il vucto & vero sfa " x" che “v non converge ad x". 5e
modifichiamo C4) in

Cdm} vipe /F(X): o x & (@) ©Clx),

abbiamo una condizione piu elegante ma gli “oggetti discreti” sono
diversi.

&) Questa modificazione C4m) sara anche pid comoda per "PST nells
definizione 3.5., in quanto Cdm) < C4) e C1) se Clx) = @); "C1)" serve

solo per aggiungere il filtro §2(X) nelle definizioni di "PsT" e "C4FCO’
{per i punti in cui C(x) =@ ).

Prendendo le condiziont da CO} a C6) e possibile definire le 5eguenti
sottocategorie dif GFCO che sono tutte plene e chiuse rispetto ad
isemorfismi:

3.5. Definizione: Sta (X.C) un spazio generale di convergenza La
coppia (X,C} (rispetttvamente 1a sottocategoria ptena di GECQ che ha per
oggetti tutti gl spazi che soddisfano alle condizioni corrispondenti)
si chiama

“spazic di CO-convergenza” & (X,C) soddisfa Co) (CCOFCQT),
- ]5 -
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“spazio di C1-convergenza” '« (X,C) soddisfa Ct} ((C1FCO"),

"spazio di convergenza naturate” e (X,C) soddisfa CO) e €1) ("ECO’),
"spazio di convergenza localizzata™ &= (X,C) soddisfa CO), C1) e C2}
°LFCO7),

“spazio di convergenza ideate” = (X,C) soddisfa Ci) e C3) ("IECO7),
“spazio limite” := (X,C) soddisfa C0), C1) e C3) (L),

"spazio df C4-convergenza™ & (X,C)soddisra C4) e C1) FC4FLO7),
"spazio pseudotopologico™ = {X,C) soddista CO}, C1) e C4) PsT),
"spazio di convergenza ideale principale #» (X,C) soddisfa CO) e CS)
("LPECO7), :

“spazic pretopologico” & (X,C) soddisfa CO), C1}e C3) (RLI),

“spazio topelogico” se ¢ solo se esiste una topologia T tale che la
condizfone CB) & vertficata (per abuso di 1inguaggio “TOP™).

Note storica; Gli spazi di convergenza naturale sono le “convergence
functions” in [Ke 64) o le "convergence relations™ in EW 80), gli spazi di
convergenza localizzata scno le “convergence structures” in [Ke B67) e gli
spaz! 1imite seno ie "Limitierungen™ o “Limesraume” in [Ko 34 o Fi S9
oppure “les espaces guasi-topologigues” per esempie in [Bour 75] . Gli spazi
pseudotopolegici sone le "pseudo-topologies” in [Ch 48], anche dett{ spazi di
Chogquet Covviamente studiamo qui 1a convergenza soto per glf witraliitri} e,
‘infine, gli spazi pretopologici sono le “semi-topolegies™ per esempio in
[Bour 73] 0 “neighbourhood spaces™ e sono equivalenti ai “closure spaces” ¢
€ech, dove I'operatore di chiusura non & necessariamente idempotente.

Infattt ad ogni spazio pretopologico (X,C} resta assoclato Voperatore

Cle : $900) - O, CI(A) = | xeX : IPeC(x), P=gO(X) & Acq } che &

evidentemente un operatore di chiusura nel senso di Cech ¢ [59 68] ).
cic pud essere generalizzato a (X,Cle GECO ponendo

CiglA) = A U { xeX : 3@eCx), p=§0{X) e Acp | e si vede subito che
CiclA) = chpeT(A) dove “cBT" ¢ 1a bicoriflessione in 3.6.a).

Osservazioni: Per § seguenti casi le funzioni C: X - §2(/F (X)) possono
essere semplificate in alcune delle funzioni:

)€ X o U LIEPX)  per C4FCO,

23 C X £ /KXY per C4nfCO" e per PsT,
I X~ FFO)uiB} per [PFCO e
4)C: %= JF{X) per PrT e per TOP.

_l?_
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Le nostre definizioni dicene che gti spazi (X,C,), dove per ogni punto xeX
C,0x) = B, sano gli "oggetti discreti™ (=" pilt fini™) in [BFCO (perché in C3)
& richiesto F=@), C4FCO, IFCO, G1£C0 e GEQO, tn COFCO gli oggetti discreti

sono gli spazi (X,C.), dove per ogni xeX C.Ax) := {x*} e per tutte le altre
sottocategorie, cioe FCO, LECO, LiM, PsT, PrT e TOP, ci sono le topologie

discrete (wxeX: C; (x} = {x", £{X)}).

GH “oggetti tndiscreti™ sono gli stessi per le suddette categorie dI
convergenza (che denotiamo con " Comvlat ™) cioé ghi (X,C) tali che wxeX

Clx) = £3{/F (X)) (ie. le topologie caotiche) e questo ha per conseguenza
che tutte ie sequenti riflessioni sono biriflessioni:

3.6. Teorema:

a) Ogni categoria di convergenza in Comvlal = | GECO, COFCO,
CIFCO, ECO, LFEO, IFCO, LiM, C4FCQ, PsT, IPFCO, PrT, TCR |} &
birtflessiva in tutte le categorie che 13 contengono,

b) i) CiFCO ¢ bicorifiessiva in GFLO.
i1} LFCO & bicoriflessiva in FEQ.

¢) i) COFCO é monocarifiessiva in GFCO.
i1) FCO & monocoriflessiva in COFCO.
ii) FCO & monocoriflessiva in CIFCO.
iv} LIM é monocoriflessiva in |[ECO.
v) PsT & monocoriflessiva in C4FCO.
vi) PrT & monocoriflessiva in JPFCO.

0a qui abbiamo 11 diagramma:

dove
:biriftessiong

| —s+— bicoriflessione
TOP —th—: monocoriflessione
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Dimostrazione:

Quasi sempre é sufficiente indicare le riflessioni (cicé per queste
categorie una medificazione delia struttura che aggiunge dei Tiltri
convergenti) oppure indicare le bicoriflessioni {cioe una modificazione
della struttura che toglie dei fittri convergenti) o indicare le
monocoriflessioni (dove le coriflessioni sone monemorfismi) perché si ha
che i morfiami sono bi-{oppure mono=- o epi-morfismi in GECO (e in ogni
categoria di ComvCat) se e solo se )a funzione alla base & un bi-(oppure
mono~ © epi-)morfismo in INS ciog & bi-(oppure in- o sur-)iettiva

- -

ajl.

Per mostrare A biriflessiva in €° (A e C € ConwCat) prendiamo per ogni
cas0 un oggetto (X,C) dellz sopracategoria C. Per ogni xeX costruiamo 1a
struttura C&{x) e si vede facilmente che in tutti { casi Idy: (X,Cl{X,CR) &

“1a” A-biriflesstone per (X,C).

1) "COFCO bir. GFLO™ C9x) = COO L ix™}.

2) “ECO bir. CIFCO™  Cl8(x) = Cxy uix", £ (X} .

3)-LMbir JECO":  Cmx) =T, ([@rx” @ e COFUK}).

4) *PsT bir. C4FCO™  C2{x) = T oo (1ONX" 1 @ € COTUIXE)

- (Nota:v g, g e /F(X)siha OWpny) = Mg u alg) )

S)ErTbir. IPECO™  CEXX) =T o [N {p:petiuix}) =
T o 1 NCOI X" HNGB « 910, v. 2.2.3)).

6) "C1FCO bir. BFCO™  CX0) =T .0, COO.

7) "ECO bir. COFCO™: By e Ty ClX).

8) "LECO bir FCO™: €)=, o f prx” - peC(X)).

9) "IFCO bir, CIFCO™ CESYxy = [T : § CCx), F=@ el finito}.

10) “LiM bir. LECO: )= {NI: 7 € Cx)erl finite}

Definiamo per ogni xeX Q(x) = U { 0{p) : ge C(x) } cioé T'insieme di tutti

git witrafiitei che sono C-convergenti ad x, cosi abblamo

11} “C4FCO bir. IFCO™ Se C{x) = @ CEA(x) = {pe /F{X): 0(p) € Q)
altrimenti C&4(x} := C(x) = & (cfr. osservazioni S) e 6) prima def. 3.5.).

12) “PsL. bir. LI cPElx) = {pe £F(X): nip) € Q]

13) "LBECO bir. CFCO™ Se C =B CB() = T 00 MKV
ciod CBG) = T .,y {9 00}, altrimenti CB(x) = Clx) = @,

_Tg_
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14) “prT bir. PsT™ B (x):=1 {incx =1 Wc(xﬂ fcfr. oss. 2)).

FX) Fix}

15) "I0P bir. PrT  CE¥(x) =1 00 {D&(x)i, dove

To= {0CX: xe0 e gellx) =>0cple Uy (x} = [x"nTe ] = [V )N Te]
(cfr. osservazione 4) prima def. 3.5.).
S| vede faclimente che Tc & chiuso rispetto ad unioni arbitrarie e ad

intersezioni finite ciog & una topologia, che é (si vede p.e. con "1z proprieta
universale”} 12 pil fine topologia che “cantiene” C (ie. g x = oy x ).

"La proprieta universale” &
Per ogni C-morfismo f : (X,C) — (Y,D4) esiste un unice morfismo
rA: (X,C4) - (Y,04) che rende 11 sequente diagramma commutativo:
idy,
A
(§,Cy—0L5)

\ {1 (chiaramenta si ha
XY= A ¥sy)

‘Fer verificare per i casi da 1) a 14) Iz suddetta proprietd serveno
soprattutto:
1 (x")={x)" (2.5.6.)

i1} £( g2 (X)) = &O(Y)

ifi) T* & monotona (1.8.2.)

iv) 1* preserva gii estremi inferior {2.5.3.)
WK ) = ol {2.5.10)

Per 15) s ha che, per ogni aperto V, Vet 100 & wyeV, vyeDly): Vey.

(fcontinua) = vYxef V), v eClx) : (@) e D) e fxeV
cioé Vef*(p) o H{Viep (con £.8.2.), ma @ € C(x) e x € F~ (V) dice che

(Ve T, allora 1: (X%} - (Y,‘ED@ & continua.

Le composizion detle biriftessioni completano la dimostrazione per a).

)
Bualmente ad a) si vede che idy: (X,C, 3= (X,C) & "1a” A-bicoriflessione per

ogni {X,CeC, dove A e C € fonvlal A bicoriflessiva in , se costruiamo
vxeX Ja struttura C,{x) come segue:
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Quaderni matematici, Universitadi Trieste, n. 129 (1987)



Strutture Generali di Convergenza per Filtri, Connessioni di Galois e "Atomi" per Strutture Iniziali, (Rolf D. Brandt)

1} "CIFCO bico. GECQ™: C.,(x) := {pec(x: TIF(I]“P] < C(x) } clod 1a pid
grande pila contenuta fn C(x) che denotiamo con JCCOl,. .. percne
applicheremo questo operatore anche in chi).

ii} "LECO bico. FCO™ Corcol®) = {p eCx): prx"eCix)}

"La proprieta couniversale” é:
Per ogni C-morfismo f {Y,Dﬁ) - (X,C) esiste un unico morfismo
My (¥,D0 = (X,C,) che rende 1] sequente diagramma commutativo:

idy
(X,C)e——(X,Cy)
{ A {chiaramente si ha
i fY2¥=1, ¥-2%)
(¥.0,}

Per i) sfrutteremo (T _...i¢t)=1 #en 1@} (258) e
per i) 1*(@Ax") = (@I {x*) = f(p) N f(x)* (2.5.3. e 25.6.).

i} "COFCO menocor. GECO™: Se definiamo per (X,C)EGELG X» = {xeX : x*eCix)}
e YXEXs Celx) =] Ply. . geCix}e X.ep)] (v. 4.5 eper Py cir. 2.8.1.)
cioe 12 struttura Infztale rispetto a iy < Xe — (X,C) (cfr. dimnostrazione di
3.4.), abbiamo ~12" monoacorifiessions iny_: (Xe,Ce) = (X,C.

Data una funzione continua f: (Y,0 .} = (X,C) 5i ha che vyeY y D (y).
La continuita implica £*(y*)=f{y)"eD{f(y)), ciod f(y)eX-. Cosi -
fo 1 (¥,0.,) = (Xe,Co), foly)=fly) & ben definita, continua ed ¢ f'unica
funzione che rende commutativo il diagramma:

id
(K,Cye——(,C.)
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ti) "ECO monacor. COFCO™ In analogia a b)i) ed a ¢)i) dove
Xeep = [ xeX x"e = [ xeX - Q000 € C(0)} € wxeXgy

Ceco®) = { Phigeo : @€ JC00L 1y ).

111} "ECO manocor. CIECO*, iv) "LIM monocor. IFCQ", v) "PsT menocor. CAFCO"
e vi) "PrT monocor. IPFCO™ In 2nalogia a i) dove

Ceix) = | Plx. . geClx)} (v. 45.). 0

Nota: Con le composizioni delle coriflessioni di b} e c) si ha inoltre

“ ELQ € monocorifiessiva in GFCO ™ e
“ LFCQ & monocoriflessiva in COFCO, CI1FCO e GFCO ™.

Una conseguenza immediata del teorema 3.6. &

3.7. CoroHario: Ogni categoria di convergenza in CLomviat & una
categoria topologica (nel senso di He 74,2 Def.A2] ciod le funzioni
costanti non sone necessariamente morfismi).

Ogni Categoria in §{ FCO, LFCO, LiM, PsT, Pr'T, TOP } € una categoria
topologica nel senso “forte™ cioé nel senso di [He 74,1}

Dalla teoria delle categorie abbiamo

3.8. Coroliaric: Ogni categoria di convergenza in Conviat & chiusa
rispetto alle strutture iniziali che sonc effettuate in una sopracategoria
arbitraria di ComvCat {cosi, per esempio & chiusa rispetto a prodotti e
sottospazi formati p.e. in GECO).

Dualmente si fermulans le affermazioni per le strutture finali nelle
sottocategorie bi-(o mono-Jcoriflessive, In generale possiame formare le
strutture finall in GECO e dopo “trasportare” con 11 biriflettore {che opera
ung modificazione della struttura) della categeria scelta perché i
biriflettori preservano 1 colimiti.

Nel prossimo paragrafo caratterizzeremo ie strutture iniziall per tutte

le categorie di convergenza che hanno )2 proprietd C1) cicé per ogni
sottocategoria di CIFCO.

Letteratura per § 3. [Br 83, [ca37,2] [Ce 66) {Ch 48] [EW 80} [Fi 59,
{63 77), [HS 79}, [Ke 64], [Ke 67}, [Ko 54), [Rig 48], [Schw 79], [Schw 811
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4 ~ "ATOMI” PER STRUTTURE INIZIALI

In questo paragrafo generalizziamo il risultate di [Bou 51, cap.l, §8, N°8j il
quale afferma che i filtri degli intorni in spazi topologici prodotto sono i
filtri prodotto dei f11tri degll intorni delie componenti. Questo implica:

"1 filtri convergenti netlo spazio prodotto sono "generati™ dai filtri
prodotto, cioé per una famiglia di spazi topologici ((Xi,c;’l")/ et ),

dove 3? C,T;"’ denota 1a struttura del prodotto

lie (IL %, & cI®)=H (X,CI%)), sinaperogni (x)

it 17 =l

£ l-Il'lnsl:’(i E

& CIE) ) =T @iy { @) @; - viel g eCIRx) | .

Consideriamo i filtri prodotto (), , @; come “atomi” per la struttura de}

prodotto topologico che vengono da un livetlo "pid basso™.

Alla Tine del paragrafo 2 (v. ‘osservazion! fingli 3.) abbiamo gia
accennato al fatto che st possono costruire °gritl fniziatt" con Ia
categoria . In [BHR 76] si trova anche che questi "grill iniziaii® sone
“atomi® per le strutture iniziall della categorta “GRILL™ (spazi qt
previcinanza determinati da gritl, cfr. [BHR 76}, [Ro 75] o [Schw 79]) cioé
questi "grili iniziali® caratterizzano le strutture iniziall. La stessa cosa ¢
vallda per le categorie "FMER", “FILTER" & "ConsFCO" tn [Schw 7S] che sono
Isomorfe a "GRILL .

Alia fine di questo paragrafo noteremo che anche le topologie injziali
(definite come sisteml di aperti) e perfino i filtri fniziali hanno "atomi” di
un livelio "pil basso”.

Nella caratterizzazione delle strutture finali di convergenza (v. dopo 1a
dimostrazione 3.4.} si vede che | (1trf finali f,*(gp) creano (o sono "atomi

per) le strutture finali. Per le strutture iniziali invece non abbiamo una
caratterizzazione cosi ¢legante. Sviluppiame I'ultimo assunto per
terminare questo ¥avoro. Con 1a condizicne €1} si ha:

4.1. Lemma: 5ia data una situazione iniziale § = {f;: X - (X,C) 7 iel)

in C1FCOQ, sia C 1a struttura iniziale rigpettoa @ e sia xeX.
Per ogni ie] e per ogni filtro ¢, convergente a f(x), cioé ¥ @g,e C,(1.(x)},

st ha che g:=V{f,"(g,}: icl], il filtro inizfale rispetto
{fy: X (X, 9;) / 1€l3, @& C-convergente ad x cioé peC(x),
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Dimostrazigne: Ovvio, dato che @, C 1,71, ()  1;"{¢p). O

I1 seguente lemma & valido anche senza C1):

4.2, Lemma: Sia b = (f,: X — (X,,C;} / iel} una situazione iniziale

in GFCO, sia C 12 struttura Iniziate rispetto a ¢ e sia xeX.
Per ogni filtro @eCix) esiste un filtro .e C{1,(x)) per ogni e!

dove il filtro iniziale rispetto a 1fi X = (X095 / 1E))
)& contenuto in @ ciod Vi{f"(g):iel}S¢ e
2) & convergente: V([ f;(¢,): fel jCx).

Dimostraziong: Ovvio, dato che P, = fi‘(tp}g fi‘(tp)e f.oof =10 O

It Lemma 4.1 dice allora che i filtri iniziali sono convergenti se
prendiamo C1)-strutture e il temma 4.2. mostra che i filtri iniziali sono i
piu piccoli filtri che sono convergenti. Cosi abbiamo

4.3. Teorema: Sia @ = (fi X - (xi,CjJ / iel} una situaztone iniziate

in C1FCO e sia C 1a struttura iniziale rispetto 2 ¢,
Con questi dati risulta per ogni xeX:

13 €)= T ey 190 Vit 3ge CLT(x)) ove @ & il filtro iniziale
rispetto a if;: X - (X,@,) / i€l }.

2) €= Ty { ViBLD TEl} & Ze Hm £HCLR000
3) €= N T o TGN et ]

Nota: Nella caratterizzazione delle strutture d¢i convergenza iniziali (v.
dopo 1a dimostrazione 3.4.} abbiamo usato le controimmagini fi"‘ ma qui,

in2) e 3), le immagini £ AF(X) » /F(X)in 1.8.2.¢ 3.

Dimestrazione: 1) & ovvio con | due precedentt lemma e 2) segue dalla
carattertzzazione det ftitri intztali nella dimostrazione 2.7.

"D J): La caratterizzazione delle strutture Iniziali dopo 1a dimestrazione

3.4. Impiica che per ognt xeX  Clx)= M{f" HC(M0ON 1t}
& 12 nota 1.8.3. implica che per i settori superiori Ci{f.(x})) e per ognuna

delle funziont £, risuita  1*°HCUNGN) = T 0y £ (CLAGON. D
- 24 -
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{ L'equivalenza di 2) e 3) pud essere generalizzata per reticoli completi:
Lemma: Sia L un reticolo completo. Per ogni sistema di sottoinsiemi

o=@l siha N{T A Aet]= T {VIE(A: Aer) @ gelaerA )

Per le categorie |PECO, PrT e TOP si vede faciimente:

4.4, Coreliario: Siat = (f,: X - (X,,C;) 7 1el) una situazione iniziate
in 1PECO {oppure PrT o TOP) e sia C 1a struttura iniziale rispette a §.

1. In IPFCO si ha ¥ XeX con C(x} = & (ciod se viel Cy{f{x))w @)
V.00 = V{1 V(RGN el }= V£ (OCLr00: el }

ecosiCi{x)=1 j{\.1'(:(:4]] {altrimenti C(x)= &).

F(X

2.InErTsthavxex ¥ (x)= V{1 (¥, (rnk et}

3.InI0PsihavxeX: V() =V {f{V.(f(xN): iel }.

| filtri degli intorni negli spazi iniziali sono allora filtri iniziali. Studiamo
per finire i casi particolari “sottospazia™ e “prodotto™

4.5, Lemma: Per {X,C)e GFCO, ACX o C, 1a struttura iniziale rispetto a

ing: A (X,C)siha per ogni aeA: Cpla) = | Pla: peCla)e Acg
Se C{a) & un settore superiore in { /F{X)), C) {p.e. (X,C)e CIFCO}
abbiamo in it Cpula)={ Pl gella)}

Dimostraziene: Segue ovviamente da 2.5.1. ( ing : A= X &iniettiva). O

Come all'inizio di questo paragrafo denotiamo con * @EI C;" 1a struttura del
prodotto di una famiglta { (X;,C;) /7 iel ) di GECO, cioé (IT_X;, @d C,)=

x Hiﬂi()ﬂi,timﬁ) e @:ﬁlti ¢ la GFCO-struttura iniziale rispetto a l'usuale

situazione 'lprj: IL, %= (Xj,E,-) / jel' ). Con questa scrittura abbiamo
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4.6, Corollario: Per la struttura prodotio, Qelci , di una famiglia

((X,.C{) / 1e1 1 df GECQ si ha per ogni @ & /A(IT,_X;) e per ogni x e T, X;:
1.9e gi’dci (x) & viel prigy)eCprx)

2. 5e & C; (x) & un settore superiore tn (4## (I X)), C) st ha

9e & Ci() @ viel 3p;eClorx) tali che @), ¢; S @.
3. Se la famiglia ({X,,C,) / i€l ) & di C1FCO e se ogni Cpr,{x)) =B si ha

& C00=1 spmeary { @i, : viel giecorxn |

Dimostrazione: Segue ovviamente da 4.2.1), 4.3.1) e dal fatto che
“pr; surfettiva = prig,) = prio(g,). 3

Prima di usare le suddette descrizioni vogliamo menzionare che anche i
fiitri iniziali hanno “atomi®;

Nota: indichiamo con 1S 1a categoria concreta che ha per oggetti ceppie

{X,5}, dove X & un insieme e S un sottoinsieme di X, e gl 1S-morfismi,
T:(X,5)- (¥,T), sono applicazioni f:X— Y taliche [(S)CS T.( 1.4.1. dice
f(SYCT & SC1i(M.)

In questa categoria ogni insieme X ha una fantastica fibra: { §2{(X),2) ¢ Si
vede faclimenie che [3 € una categoria topelogica “nel senso debole” e ha
tutte e "belle” proprietd maz, anche in guesta categoriz, ie costanti non
sono  necessariamente morfismi. Nelle definizioni si vede che le
13~-strutture inizialf seno “atomi™ per esempio per f1itri iniziali o topologie
(definite con gli apertt) infziali.

Evidentemente 12 categoria [S & isomerfa alla sottocategoria pienz di |f
dove le strutture scno filtri principati { (SIS T e [FIE(Eh o
e IM{EPEE ) '

Applicazioni:

1} Gli “atomi" per e strutture iniziali servono per esempic a trovare
(sotto-)classi che seno inizialmente dense (cfr. 2.10.). Cosi abbiamo 1a
possibilitd di mostrare, utilizzando 2.10., che lo spazio di Sierpinski S &
Inizialmente denso in TOP o I'analego per T,  ( Cfr. [Bour 75|, [BS 87)
0 [Schw B6, ]}
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2) Le classi inizialmente dense sono per esempio importanti per gli
operatori di chiusura che sono costruiti con equalizzatori e gueste sono
strettamente legate alle caratterizzazioni degli epimorfismi ed all’esame
del ‘co-well-powerdness’ (cfr. p.e. [Gi 86}, [DG 87)]). Per ulteriori risuitati in
questa direzione ¢i riferiamo a [BG 87]

J) Gli "atomi” per le strutture infziali sono inoltre utilizzati per vedere
quando 1e strutture dei domini dei morfismi sono iniziali, in particolare
quando loro song iniziall e contemporaneamente le strutture dei codomini
- sono MNinali {p.e. 1 qozienti).
Nelle dimostrazieni per le caratterizzazioni degli epimorfismi {v. 2)
precedente) si usa molto 1a costruzione

O ¢ q
pr
KOIPKE) — > (g XL ) —> (KO

(x.cy k2

dove {X,C) & un oggetio, "p" & il coprodotto, Ky € Hy SON0 le immersioni
canonfche (1.e. k(x) ;= (x,1) per 1 = 1,2}, MCS X, q, & 12 funzlone quoziente
che icentifica i punti di M fcioe q,((x, 1)) 7 q, ((%,2)} = x = xeM;

Gy {(x,1)) == {x,1) e Gu{(%,2) = (x,2) & xgM ¢ G, denota la struttura
.Quoziente) e pr & Ta proiezione definita da prix) := x se xeM e pr{{x,13} = %
se xgM.

Per gli spazi di convergenza si vede subito con i filtef iniziali se la
struttura nel coprodotto @ anche iniziale rispetto 2 g, XpX - (XX, LYo

meno (dove XuX dencta i1 coprodotto in INS.

4) Le class! inizlalmente dense sono anche important! per | quasitopol,
perche esistono comode caratterizzazien$ se una categoria & cartestana
chiysa (v. p.e. [Schw 83) e [Schw B4]} e anche se una categoria é ereditaria
chiusa (per 1a definizione di “ereditarta” ¢fr, p.e. [He 86,1] e [He 86,7 le
caratterizzazionl con classi che sono jnizialmente dense si trovano in
[Schw 86,1 e [Schw 86,2]). Risultat! in questa direzione potrebbero essere
pubblicatt in seguite ( {83 87], in preparazione).

Nota: In corrispondenza al 4) precedente vogliamo solo ricerdare { seguentl
inviluppi detlz categoria TOP:

- I'tinviiuppo ereditario e topologico (“hereditary topotogical hult™) & PrT,
- 2? -
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- inviluppo cartesiano chiuso e topologico ("cartesian closed topological
hull™) & 12 categoria degif “spazi di Antoine” (v. in seguito) e delle
funzione continue e

- il quasitopos-inviluppo topologice {"quasitopos topelogical huli™), ciee il
piu piccelo universo topoiogico (&> categoria topologica, cartesiana
chiusa e ereditaria chiusa), & psT, 12 categoria degll spazi di Choguet.

Una caratterizzazione per gii “spazi di Antoine™ si trova per esempio in
{Bour 75} e [Bour 76}

(X,or) & un spazio di Antoine se e 5010 S¢
i} (X000 € PST
H g X = ¥
HE @ X = ot (@) & chiuse rispetto alla topologia indottz da o.
La condizione i) dice che {X,&) & uno spazio di Choquet;

1a condizione 11§) & valida anche per ognt filtro in X, e significa che per ogni
filtro @ in X Vinsieme det punti ai guall @ converge & chiuso rispetto atla
topoiogia indotta dalla “strutture di convergenza di Antoine™

cioé ¢l roeler (@l = o).

L'operatore " ** nelta condizione i} segue In un certo Senso da una
dualizzazione dell'cperatore di chiusura ¢l, {v. nota storica dopo

definizione 3.5.):

{yex : 3geCly), g=g20X) e deq } -

fyex: x*=.y |
cioé ta chiusura dei singleton & completamente definita dagli ultrafiltri
principali. Cambiando x ¢ y nel¥ultimo membro, abbiamo 1'eperatore ™ ¥

x¢:=[yeX: y"o x}p=(yeX: xeci b}
A= {x*:xe Al = {yeX:axeA y o x§={yeX: AnclfiyD =2}

¢* = [{F*:Fep}]
per agni punto xeX, per ogni sottoinsieme AGX e per ogni filtro ge ZF{X).

per ogni punte xeX si ha cl (fx})

Letteratura e ulterjori risultati relativi agli spazi di Antoine si trovano
per esempio nei lavori gia menzionati [Bour 73] e [Bour 76]

Letteratura per § 4: [BHR 76], [Bou 1], [Br 81)
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{Ben 49]
{BHR 76]

[Bir 40)
[Bir 67)

[ 72]
[Bou 51]

[Bou 57
[Bour 75)

Bour 76]

[Br 81]
[BG 87]

[BS 87]
[Ca37,1]

[Ca 37,2]
[Ce 6]

[Ch 47]
[Ch 48)

DG 7]

[Eve 44]
[EW 80]

[Fi59]

[63 77)
[GHKLMS 80}

[Gi 86}

[BG 87
DG 87)
[Gr 60}
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